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gx

hx





for x = 0 ∼ N x − 1

���¡����� gx � hx  !�"#$%&'()� *+ N x ��¡,-. ¥�� 

Ã+ 0��/01 23+456

£�������1 ≤ Dx ≤ N x�

qa =







N x − 1

x = − a
Σ gx + a hx =

N x − 1 + a

x = 0
Σ gx hx − a

N x − 1 − a

x = 0
Σ gx + a hx =

N x − 1

x = a
Σ gx hx − a

for a = − (Dx − 1) ∼ − 1

for a = 0 ∼ Dx − 1

23·

[1] M x = N x + Dx

[2] 

Gr

Hr




=
N x − 1

x = 0
Σ 


gx

h*
x




exp 

− 2 π i

r x

M x




for r = 0 ∼ M x − 1

[3] Qu =
M x − 1

r = 0
Σ Gr H*

r exp 

2 π i

u r

M x




for u = 0 ∼ M x − 1

[4] qa =
1

M x
×





QM x + a

Qa

for a = − (Dx − 1) ∼ − 1

for a = 0 ∼ Dx − 1

¼ [4] 78

¼ [3]9¼ [2]+:;�/

Qu =
M x − 1

r = 0
Σ

N x − 1

j = 0
Σ

N x − 1

k = 0
Σ g j hk exp 


2 π i r

u + k − j

M x




=
N x − 1

j = 0
Σ

N x − 1

k = 0
Σ g j hk Eu + k − j [5]

���¡Eu + k − j +01 <59-.��6

Eu + k − j =
M x − 1

r = 0
Σ ε r

u + k − j where ε u + k − j = exp 

2 π i

u + k − j

M x




[6]

Eu + k − j (=>" ε 0
u + k − j = 1¡?@" ε u + k − j  A@B� C$ D01 <59$%6

Eu + k − j =







M x

1 − ε M x
u + k − j

1 − ε u + k − j

when ε u + k − j = 1

others

¾¼ EF¼ ε u + k − j = 1(¼ [6] ε u + k − j  -.<G u + k − j " M x  H� &'9IG

ÎJ6K*¡ε M x
u + k − j L¼ [6] M� ε M x

u + k − j = exp[2 π i (u + k − j)] = 1 $ D¡NO¡¾¼(

01 <59$%6

Eu + k − j =




M x

0

when u + k − j = 0, ± M x , ± 2 M x , ± 3 M x , . . .

others
[7]
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¼ [5] ¤ [7] ���� u = 0 ∼ Dx − 1 	
��
����¡�	¤��j � k 	��¤¼ [1]

�� − M x < − N x < u + k − j < Dx + N x = M x �	� u + k − j = 0������j = u + k 	


��	¾ Eu + k − j !" 0	� M x ¤��¡#$%�j &�� 0 ∼ N x − 1 �'(��)*�

j = u + k ¤��
�	 k 	��� 0 ∼ N x − 1 − u �+,%�-./����¡�.���0

%�¼ [5]�12��¤�¼ [4]	 a = 0 ∼ Dx − 1	
���3��45	¼&6�.�¡

Qu = M x

N x − 1 − u

k = 0
Σ gk + u hk

�� u = N x + 1 ∼ M x − 1 = M x − (Dx − 1) ∼ M x − 1 	
�����¡ 0 < u + k − j < M x + N x

�	� u + k − j = M x������j = u + k − M x 	
��	¾ Eu + k − j !" 0 	� M x ¤

��¡7¤89� j = u + k − M x &'(�� k 	����0%�¼ [5]�:�;��¤�

Qu = M x

N x − 1

k = − (u − M x)
Σ gk + u − M x

hk

��� a = u − M x = − (Dx − 1) ∼ − 1¤��¤�¼ [4]��3��¼&6�.�¡

QM x + a = M x

N x − 1

k = − a
Σ gk + a hk

¥<=&>?	
�

gx ¤ hx &>?�� g*
x = gx �@ h*

x = hx �	��45	¼&ABC@¡









G*
M x − r =

N x − 1

x = 0
Σ g*

x exp



2 π i

(M x − r) x

M x





=
N x − 1

x = 0
Σ gx exp 


− 2 π i

r x

M x




= Gr

HM x − r =
N x − 1

x = 0
Σ h*

x exp



− 2 π i

(M x − r) x

M x





=
N x − 1

x = 0
Σ hx exp 


2 π i

r x

M x




= H*
r

[8]

����� Gr ¤ Hr 	*�	DC�E		F?!G.H.

I x = trunc(M x / 2) + 1 [9]

�IB�G.�$-��¼ [3]�:�;�#45	¼�¼ [4]�J�� Qu �KL���¡

Qu =
I x − 1

r = 0
Σ Gr H*

r exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ G*
M x − r HM x − r exp 


2 π i

u r

M x




[10]
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f x for x = 0 ∼ N x − 1

£�������1 ≤ Dx ≤ N x�

pa =







N x − 1

x = − a
Σ f x + a f x =

N x − 1 + a

x = 0
Σ f x f x − a

N x − 1 − a

x = 0
Σ f x + a f x =

N x − 1

x = a
Σ f x f x − a

for a = − (Dx − 1) ∼ − 1

for a = 0 ∼ Dx − 1

·��

[1] M x = N x + Dx

[2] Fr =
N x − 1

x = 0
Σ f x exp 


− 2 π i

r x

M x




for r = 0 ∼ M x

[3] Pu =
M x − 1

r = 0
Σ Fr FM x − r exp 


2 π i

u r

M x




for u = 0 ∼ Dx − 1

[4] pa =
P |a|

M x
for |a| = 0 ∼ Dx − 1

¼ [4]���

DFT � !£���"���·��# gx = f x $%!$ r = 0 ∼ M x − 1 # Gr = Fr $&!¡

°'(hx = f x $%!$

Hr =
N x − 1

x = 0
Σ f *

x exp 

− 2 π i

r x

M x




$&!�#( r = 0 ∼ M x − 1� H*
r $ r = 1 ∼ M x � Fr �)�*+��,¼-./01¡

H*
r =

N x − 1

x = 0
Σ f x exp 


2 π i

r x

M x




=
N x − 1

x = 0
Σ f x exp




− 2 π i

(M x − r) x

M x





= FM x − r

234 /£���"��� Qu 5¼ [3]� Pu $°67(84� a = 0 ∼ Dx − 1�9:�5

Qu = Pu $7; qa 5¼ [4]� pa $<=;>?@�&=AB!¡

�� a = − (Dx − 1) ∼ − 1�9:CDE!¡ Pu 5 u = 1 ∼ M x − 1#*+��,¼CF;%¡

PM x − u =
M x − 1

r = 0
Σ Fr FM x − r exp




2 π i

(M x − u) r

M x





=
M x − 1

r = 0
Σ Fr FM x − r exp




2 π i

u (M x − r)

M x





=
M x

r = 1
Σ FM x − r Fr exp 


2 π i

u r

M x




= F0 FM x
+

M x − 1

r = 1
Σ FM x − r Fr exp 


2 π i

u r

M x




= Pu

23 /( QM x + a = PM x + a = P− a &�#(2�9:G DFT � !£���"���·��

#HBAB; qa 5¼ [4]� pa $<=;>?@�&=AB!¡
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f x �	
¤� f *
x = f x ¤���� [2]� Fr ������������

FM x − r =
N x − 1

x = 0
Σ f x exp




− 2 π i

(M x − r) x

M x





=
N x − 1

x = 0
Σ f *

x exp 

2 π i

r x

M x




= F*
r [5]

������� [3]������ !"#$%&'��"%�

Pu =
M x − 1

r = 0
Σ Fr F*

r exp 

2 π i

u r

M x




[6]

(��DFT �%£���)���*+,��
'-.��� [5]�/ Fr ��0�1


I x = trunc(M x / 2) + 1 [7]

�2�34�56�7%��¤¡0�� [5] �� [6]  89�������:$;�� [2]

�<=��2���0� r = 0 ∼ I x − 1 � I x 134� Fr >�� [4]  ?�% u = 0 ∼ Dx − 1

 @�% Pu �*+�"%�

Pu =
I x − 1

r = 0
Σ Fr F*

r exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ F*
M x − r FM x − r exp 


2 π i

u r

M x




[8]



£������ : 1

DFT¤����	
�
�
��

¥�������

gx, y

hx, y





for




x = 0 ∼ N x − 1

y = 0 ∼ N y − 1

���¡����� gx, y � hx, y � x  �!" y Ê#�$�%&'()*+,-./012

32 N x 456+ N y 7589:;.<=>.?0 075@AB.CD0EFG

HIJKLKMN1 ≤ Dx ≤ N x OP 1 ≤ Dy ≤ N yQ

qa, b =















N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ gx + a, y + b hx, y

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ gx, y + b hx − a, y

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ gx + a, y hx, y − b

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ gx, y hx − a, y − b

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

CD·

[1] 

M x

M y




= 

N x + Dx

N y + Dy




[2] 

Gr, s

Hr, s




=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ





gx, y

h*
x, y





exp



− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







for




r = 0 ∼ M x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

[3] Qu, v =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Gr, s H*

r, s exp



2 π i 


u r

M x
+

v s

M y







for




u = 0 ∼ M x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

[4] qa, b =
1

M x M y
×













QM x + a, M y + b

Qa, M y + b

QM x + a, b

Qa, b

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

¼ [4].RS

DFT TU(VIJKLKM.CD·0WX(7YZ j 7 k 0[:5\ gx, j 7 hx, k .YZ x

TM](VIJKLKM0AB.UFT5@CD](^7_`a(G



γ j

r

θ k
r




=
N x − 1

x = 0
Σ 


gx, j

h*
x, k




exp 

− 2 π i

r x

M x




for r = 0 ∼ M x − 1 [5]

ψ j, k
u =

M x − 1

r = 0
Σ γ j

r (θ k
r )* exp 


2 π i

u r

M x




for u = 0 ∼ M x − 1 [6]
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





N x − 1

x = − a
Σ gx + a, j hx, k =

1

M x
ψ j, k

M x + a

N x − 1

x = a
Σ gx, j hx − a, k =

1

M x
ψ j, k

a

for a = − (Dx − 1) ∼ − 1

for a = 0 ∼ Dx − 1
[7]

�¼� [5] ¤ γ j
r � θ k

r ��	 j � k 
��¼ y ��
¡����¼���	 r 
����

γ y
r � (θ y

r )*
¤�	 y ¼��
�������
��¤��¼�����
�����
¡



Gr, s

Hr, s




=
N y − 1

y = 0
Σ 


γ y

r

θ y
r




exp 

− 2 π i

s y

M y




for s = 0 ∼ M y − 1 [8]

Ψr
v =

M y − 1

s = 0
Σ Gr, s H*

r, s exp 

2 π i

v s

M y




for v = 0 ∼ M y − 1 [9]









N y − 1

y = − b
Σ γ y + b

r (θ b
r )* =

1

M y
Ψr

M y + b

N y − 1

y = b
Σ γ y

r (θ y − b
r )* =

1

M y
Ψr

b

for b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for b = − 0 ∼ Dy − 1

[10]

 !"γ y
r � θ y

r 
� [5]��#���¤�$%�&'"� [8]¤ Gr, s � Hr, s �� [2]¤�¤

�()�
��*+,-�.
¡

�°¤�
/0�� [4] 
12��
¡34' a = − (Dx − 1) ∼ − 1 -5 b = − (Dy − 1) ∼ − 1

¤67
84
�"� [7]� j = y + b -5 k = y ����¤9:¤ y = − b ∼ N y − 1¼5;�

¤<
�=">¤?@¤A:
� [6]"[10]"[9]!�B [3]�C�$%�&'�;¡

N y − 1

y = − b
Σ

N x − 1

x = − a
Σ gx + a, y + b hx, y =

1

M x

N y − 1

y = − b
Σ ψ y + b, y

M x + a

=
1

M x

N y − 1

y = − b
Σ

M x − 1

r = 0
Σ γ y + b

r (θ y
r )* exp




2 π i

(M x + a) r

M x





=
1

M x M y

M x − 1

r = 0
Σ Ψr

M y + b exp



2 π i

(M x + a) r

M x





=
1

M x M y

M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Gr, s H*

r, s exp



2 π i





(M y + b) s

M y
+

(M x + a) r

M x









=
1

M x M y
QM x + a, M y + b

�&�D¤ a � b ¤EF¤67�°���¼��� [4]�G=H5��
I+��
¡

¥JK�LM¤67¤��N

[a] � [1]��O

[b] I x = trunc(M x / 2) + 1

[c] 

Gr, s

Hr, s




=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ 


gx, y

hx, y




exp



− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







for




r = 0 ∼ I x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

[d] Ψr
v =

M y − 1

s = 0
Σ Gr, s H*

r, s exp 

2 π i

v s

M y




for




r = 0 ∼ I x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

[e] Qu, v =
I x − 1

r = 0
Σ Ψr

v exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ (ΨM x − r
v )* exp 


2 π i

u r

M x




for




v = 0 ∼ M y − 1

u = 0 ∼ M x − 1
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[f] ¼ [4]¤��

¼ [e]¤ [3]��	
���

¥
� gx, y ¤ hx, y �¤������ g*
x, y = gx, y �� h*

x, y = hx, y ���¡ r = I x ∼ M x − 1�

¾��¼ [5]��� j ¤ k �¤�� y ¤�� γ y
r ¤ θ y

r � !��"¼�#�$%



γ y

r

θ y
r




=
N x − 1

x = 0
Σ 


gx, y

hx, y




exp 

− 2 π i

r x

M x




=
N x − 1

x = 0
Σ





g*
x, y

h*
x, y





exp



2 π i

(M x − r) x

M x





=




(γ y
M x − r )*

(θ y
M x − r )*





&'��¼ [8]�()$*¤¡r = I x ∼ M x − 1�¾��¼ [c]� Gr, s ¤ Hr, s � !��"¼

�#�$&¤�+�*%



Gr, 0

Hr, 0




=
N y − 1

y = 0
Σ





(γ y
M x − r )*

(θ y
M x − r )*





=




G*
M x − r, 0

H*
M x − r, 0







Gr, s

Hr, s




=
N y − 1

y = 0
Σ





(γ y
M x − r )*

(θ y
M x − r )*





exp



2 π i

(M y − s) y

M y





=




G*
M x − r, M y − s

H*
M x − r, M y − s





for s = 1 ∼ M y − 1

&'��¼ [d]� Ψr
v �,-�).*¤¡ r = I x ∼ M x − 1�¾�� !�/01�%

Ψr
v = Gr, 0 H*

r, 0 +
M y − 1

s = 1
Σ Gr, s H*

r, s exp 

2 π i

v s

M y




= G*
M x − r, 0 HM x− r, 0 +

M y − 1

s = 1
Σ G*

M x − r, M y − s HM x − r, M y − s exp 

2 π i

v s

M y




= G*
M x − r, 0 HM x− r, 0 +

M y − 1

s = 1
Σ G*

M x − r, s HM x − r, s exp



2 π i

v (M y − s)

M y





=
M y − 1

s = 0
Σ G*

M x − r, s HM x − r, s exp 

− 2 π i

v s

M y




= (ΨM x − r
v )*

&��"¼�¼ [e]�).*¤¡¼ [3]¤�� Qu, v �23�4�'*%
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f x, y for




x = 0 ∼ N x − 1

y = 0 ∼ N y − 1

£�������1 ≤ Dx ≤ N x �� 1 ≤ Dy ≤ N y�

pa, b =















N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ f x + a, y + b f x, y

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ f x, y + b f x − a, y

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ f x + a, y f x, y − b

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ f x, y f x − a, y − b

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

·��

[1] 

M x

M y




= 

N x + Dx

N y + Dy




[2] Fr, s =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f x, y exp




− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







for




r = 0 ∼ M x

s = 0 ∼ M y

[3] Pu, v =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s FM x − r, M y − s exp




2 π i 


u r

M x
+

v s

M y







for




u = 0 ∼ M x − 1

v = 0 ∼ Dy − 1

[4] pa, b =
1

M x M y
×













P |a|, |b|

PM x − a, |b|

PM x − |a|, b

Pa, b

for




a = − (Dx − 1) ∼ 0

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = 1 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

for




a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

for




a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

¼ [4]���

DFT  !"£���#���·��$ gx, y = f x, y %&"%¼ [2] �' r = 0 ∼ M x − 1 ��

s = 0 ∼ M y − 1 ()* Gr, s = Fr, s %+",-./ hx, y = f x, y %&"%

Hr, s =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f *

x, y exp



− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







%+"�$/ r = 0 ∼ M x − 1�� s = 0 ∼ M y − 1� H*
r, s % r = 1 ∼ M x �� s = 1 ∼ M y � Fr, s

�0 12��3¼4567�,

H*
r, s =

N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f x, y exp




2 π i 


r x

M x
+

s y

M y






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=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f x, y exp




− 2 π i





(M x − r) x

M x
+

(M y − s) y

M y









= FM x − r, M y − s

¤���	 Fr, s 
��
 Gr, s � H*
r, s � DFT���£����������� Qu, v ���

���� [3]� Pu, v �����¡�� ! b = 0 ∼ Dy − 1 �"#�$ a = − (Dx − 1) ∼ Dx − 1

��% �&�� qa, b �� [4]� pa, b �'(� )�¡

�� b = − (Dy − 1) ∼ − 1 �"#�*+�¡� [2] �,-.� F0, s = FM x , s ./ Fr, 0 = Fr, M y

�	�¤��*0���!� [3] � Pu,v $ u = 1 ∼ M x − 1 ./ v = 1 ∼ M y − 1 �1) 23

��4��5
�¡

P0, M y − v =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s FM x − r, M y − s exp




2 π i

(M y − v) s

M y





=
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s FM x − r, M y − s exp




2 π i

v (M y − s)

M y





=
M x

r = 1
Σ

M y

s = 1
Σ FM x − r, M y − s Fr, s exp 


2 π i

v s

M y




= P0, v [5]

PM x − u, M y − v =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s FM x − r, M y − s exp




2 π i





(M x − u) r

M x
+

(M y − v) s

M y









=
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s FM x − r, M y − s exp




2 π i





u (M x − r)

M x
+

v (M y − s)

M y









=
M x

r = 1
Σ

M y

s = 1
Σ FM x − r, M y − s Fr, s exp




2 π i 


u r

M x
+

v s

M y







= Pu, v [6]

67 a = 0 �"#�*+�¡ DFT ���£����������
$ q0, b ����

Q0, M y + b = P0, M y − |b| �89� )��!� [5]�: P0, M y − |b| = P0, |b| 	�
!��$� [4]�

p0, b ���
8; )�<��=>
?�¡=@�� ! a = − (Dx − 1) ∼ − 1 �"#�$

QM x + a, M y + b = P |a|, |b| �!6
!a = 1 ∼ Dx − 1 �"#�$ Qa, M y + b = PM x − a, |b| �� [6] .�

���!¤���AB��"#<� [4] � pa, b 
8; )� Pu, v $ DFT���£����

������� qa, b 
89� )� Qu, v �'(� )�¡

¥CD�EF�"#����

[a] � [1]�=>

[b] I x = trunc(M x / 2) + 1

[c] Fr, s =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f x, y exp




− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







for




r = 0 ∼ I x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

[d] Φr
v =

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s F*

r, s exp 

2 π i

v s

M y




for




r = 0 ∼ I x − 1

v = 0 ∼ Dy − 1

[e] Pu, v =
I x − 1

r = 0
Σ Φr

v exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ (ΦM x − r
v )* exp 


2 π i

u r

M x




for




v = 0 ∼ Dy − 1

u = 0 ∼ M x − 1

[f] � [4]�=>

� [e]� [3]�GHI�JK

f x, y �EF	� f *
x, y = f x, y 	�
!� [2]� Fr, s $23��4��5
�¡
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FM x − r, M y − s =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f x, y exp




− 2 π i

(M x − r) x

M x
+

(M y − s) y

M y





[g]

=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ f *

x, y exp



2 π i 


r x

M x
+

s y

M y







= F*
r, s

¤���	
� [3]� Pu, v 
������������������

Pu, v =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s F*

r, s exp



2 π i 


u r

M x
+

v s

M y







[h]

� [d]� Φr
v 
� [h]���� !"#$%��&��� [2] �'()* Fr, 0 = Fr, M y

�+�

���,-.��
� [g]�/01 Φr
v �2.����34��5"����

Φr
v =

M y − 1

s = 0
Σ Fr, s F*

r, s exp 

2 π i

v s

M y




=
M y − 1

s = 0
Σ F*

M x − r, M y − s FM x − r, M y − s exp 

2 π i

v s

M y




=
M y

s = 1
Σ F*

M x − r, s FM x − r, s exp



2 π i

v (M y − s)

M y





=
M y

s = 1
Σ F*

M x − r, s FM x − r, s exp 

− 2 π i

v s

M y




= (ΦM x − r
v )*

��34��� [e]�/0��
� [h]�67 Pu, v �89�:*;��
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gx, y, z

hx, y, z





for







x = 0 ∼ N x − 1

y = 0 ∼ N y − 1

z = 0 ∼ Nz − 1

���¡����� gx, y, z � hx, y, z � x¡y  �!" z Ê#�$�%&'()*"+��Ê

,-�.� N x¡N y  �!" Nz ��¡/01�¥��2, 0��345�67,89:

£�������1 ≤ Dx ≤ N x¡1 ≤ Dy ≤ N y ;< 1 ≤ Dz ≤ Nz�

qa, b, c =







































N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ gx + a, y + b, z + c hx, y, z

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ gx, y + b, z + c hx − a, y, z

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ gx + a, y, z + c hx, y − b, z

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ gx, y, z + c hx − a, y − b, z

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = c
Σ gx + a, y + b, z hx, y, z − c

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = c
Σ gx, y + b, z hx − a, y, z − c

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = c
Σ gx + a, y, z hx, y − b, z − c

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = c
Σ gx, y, z hx − a, y − b, z − c

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

67·

[1]






M x

M y

Mz






=





N x + Dx

N y + Dy

Nz + Dz






[2] 

Gr, s, t

Hr, s, t




=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ

Nz − 1

z = 0
Σ





gx, y, z

h*
x, y, z





exp



− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y
+

t z

Mz







for







r = 0 ∼ M x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

t = 0 ∼ Mz − 1

[3] Qu, v, w =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ

Mz − 1

t = 0
Σ Gr, s, t H*

r, s, t exp



2 π i 


u r

M x
+

v s

M y
+

w t

Mz







for







u = 0 ∼ M x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

w = 0 ∼ Mz − 1
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[4] qa, b, c =
1

M x M y Mz
×







































QM x + a, M y + b, Mz + c

Qa, M y + b, Mz + c

QM x + a, b, Mz + c

Qa, b, Mz + c

QM x + a, M y + b, c

Qa, M y + b, c

QM x + a, b, c

Qa, b, c

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

¥����	
��

��

[a] ¼ [1]¤��

[b] I x = trunc(M x / 2) + 1

[c] 

Gr, s, t

Hr, s, t




=
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ

Nz − 1

z = 0
Σ 


gx, y, z

hx, y, z




exp



− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y
+

t z

Mz







for







r = 0 ∼ I x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

t = 0 ∼ Mz − 1

[d] Ψr
v, w =

M y − 1

s = 0
Σ

Mz − 1

t = 0
Σ Gr, s, t H*

r, s, t exp



2 π i 


v s

M y
+

w t

Mz







for







r = 0 ∼ I x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

w = 0 ∼ Mz − 1

[e] Qu, v, w =
I x − 1

r = 0
Σ Ψr

v, w exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ (ΨM x − r
v, w )* exp 


2 π i

u r

M x




for







w = 0 ∼ Mz − 1

v = 0 ∼ M y − 1

u = 0 ∼ M x − 1

[f] ¼ [4]¤��
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f x, y, z for







x = 0 ∼ N x − 1

y = 0 ∼ N y − 1

z = 0 ∼ Nz − 1

£�������1 ≤ Dx ≤ N x¡1 ≤ Dy ≤ N y �� 1 ≤ Dz ≤ Nz�

pa, b, c =







































N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ f x + a, y + b, z + c f x, y, z

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ f x, y + b, z + c f x − a, y, z

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ f x + a, y, z + c f x, y − b, z

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = − c
Σ f x, y, z + c f x − a, y − b, z

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = c
Σ f x + a, y + b, z f x, y, z − c

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = − b
Σ

N y − 1

z = c
Σ f x, y + b, z f x − a, y, z − c

N x − 1

x = − a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = c
Σ f x + a, y, z f x, y − b, z − c

N x − 1

x = a
Σ

N y − 1

y = b
Σ

N y − 1

z = c
Σ f x, y, z f x − a, y − b, z − c

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

·��

[1]






M x

M y

Mz






=





N x + Dx

N y + Dy

Nz + Dz






[2] Fr, s, t =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ

Nz − 1

z = 0
Σ f x, y, z exp




− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y
+

t z

Mz







for







r = 0 ∼ M x

s = 0 ∼ M y

t = 0 ∼ Mz

[3] Pu, v, w =
M x − 1

r = 0
Σ

M y − 1

s = 0
Σ

Mz − 1

t = 0
Σ Fr, s, t FM x − r, M y − s, Mz − t exp




2 π i 


u r

M x
+

v s

M y
+

w t

Mz







for







u = 0 ∼ M x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

w = 0 ∼ Dz − 1
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[4] pa, b, c =
1

M x M y Mz
×







































P |a|, |b|, |c|

PM x − a, |b|, |c|

P |a|, M y − b, |c|

PM x − a, M y − b, |c|

PM x − |a|, M y − |b|, c

Pa, M y − |b|, c

PM x − |a|, b, c

Pa, b, c

for







a = − (Dx − 1) ∼ 0

b = − (Dy − 1) ∼ 0

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 1 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ 0

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ 0

b = 1 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = 1 ∼ Dx − 1

b = 1 ∼ Dy − 1

c = − (Dz − 1) ∼ − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = − (Dy − 1) ∼ − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = − (Dx − 1) ∼ − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

for







a = 0 ∼ Dx − 1

b = 0 ∼ Dy − 1

c = 0 ∼ Dz − 1

¥���	
��
����

[a] ¼ [1]¤��

[b] I x = trunc(M x / 2) + 1

[c] Fr, s, t =
N x − 1

x = 0
Σ

N y − 1

y = 0
Σ

Nz − 1

z = 0
Σ f x, y, z exp




− 2 π i 


r x

M x
+

s y

M y
+

t z

Mz







for







r = 0 ∼ I x − 1

s = 0 ∼ M y − 1

t = 0 ∼ Mz − 1

[d] Φr
v, w =

M y − 1

s = 0
Σ

Mz − 1

t = 0
Σ Fr, s, t F*

r, s, t exp



2 π i 


v s

M y
+

w t

Mz







for







r = 0 ∼ I x − 1

v = 0 ∼ M y − 1

w = 0 ∼ Dz − 1

[e] Pu, v, w =
I x − 1

r = 0
Σ Φr

v, w exp 

2 π i

u r

M x




+
M x − 1

r = I x

Σ (ΦM x − r
v, w )* exp 


2 π i

u r

M x




for







w = 0 ∼ Dz − 1

v = 0 ∼ M y − 1

u = 0 ∼ M x − 1

[f] ¼ [4]¤��


